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Resumo

O monotrilho é frequentemente discutido como uma possivel solucdo para os problemas de mobilidade urbana
em S&o Paulo. A necessidade de sistemas de transporte alternativos, como o monotrilho, esta ligada a busca
por solucdes eficientes, rapidas e menos impactantes ao meio ambiente. O monotrilho é um tipo de transporte
que utiliza trilhos elevados, sendo o trilho a prépria estrutura de concreto, denominada de viga guia. Este
modal apresenta grandes desafios de constru¢do uma vez que a cidade possui mais de 12 milhdes de habitantes
e uma infraestrutura complexa, o que gera uma quantidade significativa de interferéncias. Nesse cenario, a
otimizacdo das estruturas de concreto que formam o sistema se torna um ponto central para melhorar a
eficiéncia, reduzir custos e garantir a sustentabilidade ao longo de sua vida atil. Dessa forma, as estruturas
devem se tornar cada vez mais leves e, por consequéncia, esbeltas e flexiveis. Os deslocamentos das estruturas
do sistema, uma vez que o trilho € a propria viga guia, sdo um dos fatores criticos que devem ser acompanhados
e considerados no dimensionamento das estruturas do monotrilho, especialmente porque estes estdo
diretamente relacionados ao comportamento dinamico da estrutura, a seguranca e conforto dos usuérios e a
durabilidade do sistema. Os deslocamentos podem ocorrer por diversos motivos, desde o uso normal da linha,
variacOes térmicas, e até mesmo o impacto de cargas excepcionais. Portanto, o dimensionamento adequado
deve considerar esses fatores para garantir a estabilidade e a integridade estruturais. Este trabalho faz o estudo
de um apoio com solugdo do tipo “estaca-pilar”, pouco utilizada na linha estudada. A utilizagdo desta
dependera diretamente dos deslocamentos obtidos. No decorrer do trabalho verificaremos que as equacées
diferenciais que governam o problema proposto sdo ndo lineares e o equilibrio dindmico do sistema é obtido
a partir do principio dos trabalhos virtuais. Utilizaremos o método implicito de Newmark para resolver a
integracdo ao longo do tempo e o método de Newton-Raphson para resolucdo da equacao algébrica ndo linear
do movimento.
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Introducéo

A importancia da analise dindmica das estruturas tem crescido muito nas ultimas décadas, uma vez que o
avango da tecnologia proporciona materiais mais resistentes e estruturas mais esbeltas. Com isso, em
determinadas situagdes de geometria e carregamento, as estruturas apresentam problemas que antes ndo eram
observados, como vibragdes e deslocamentos excessivos e até mesmo perda de estabilidade o que torna
essencial a analise dinamica.

Este trabalho, teorico, apresentard uma formulagdo de elemento finito de barra baseado nas hipoteses
cinematicas de Timoshenko para a se¢éo transversal. A secao € inicialmente ortogonal ao eixo da barra e ap6s
a deformacdo continuara plana, todavia apresentard uma rotagdo 6 em relacéo ao eixo deformado.

O equilibrio dindamico do sistema foi obtido a partir do principio dos trabalhos virtuais. A principal razéo dessa
formulacdo ser efetiva € que as condi¢des de contorno naturais sdo sempre satisfeitas [1], ou seja, se em um
sistema o trabalho virtual das forcas externas, incluindo-se nelas as forcas de inércia, é igual ao trabalho virtual
das forcas internas, entdo essa é uma condicdo necessaria e suficiente para que a barra esteja externa e
internamente em equilibrio dindmico.

E importante mencionar que o Métodos dos Elementos Finitos (MEF) s¢ ira resolver o modelo matematico
proposto, com as hipoteses ja definidas. Nao podemos esperar que o método forneca uma previsdo do
problema fisico com mais informac6es do que aquelas que ja estdo no modelo matematico proposto. Dessa



forma, o0 modelo matematico escolhido para cada analise é de fundamental importancia e determina o que
podemos ou ndo obter em cada analise. Para escolher os modelos matematicos mais adequados devemos
escolher aqueles que sdo confidveis e eficazes. A eficacia dos modelos estd ligada a uma resposta
suficientemente precisa (precisédo a ser definida pelo engenheiro) e que leva a um menor custo computacional.
Podemos dizer que um modelo matematico é confiavel se a resposta obtida for coerente, dado um certo nivel
de precisdo, com o modelo fisico estudado, assim é necessario um profundo conhecimento do comportamento
no problema proposto.

No decorrer do trabalho, conforme ja mencionado, verificaremos que as equagdes diferenciais que governam
0 problema proposto sdo nédo lineares. Dessa forma, apresentaremos uma teoria estrutural para barras retas,
com secdo transversal constante e indeformavel em seu plano, considerando os efeitos dindmicos. A
formulacéo aplicada foi a Lagrangeana Total, obtendo assim uma descri¢do completa do movimento com base
na configuracdo de referéncia do modelo matematico, fato importante na elaboragdo de uma teoria ndo linear
em que o equilibrio dinamico acontece na configuracao deformada.

Ap0s desenvolvermos algebricamente a equacao nédo linear do movimento, introduzimos a discretizacéo tipica
do MEF e montamos as matrizes de rigidez, massa e amortecimento proporcional, esta Gltima de forma ad
hoc. Com o objetivo de solucionar o sistema ndo linear de equacdes diferenciais do movimento seré utilizado
0 método de integracao direta passo-a-passo de Newmark. Em cada intervalo de tempo, a equacdo nao linear
é resolvida pelo método de Newton-Raphson.

Hipoteses simplificadoras do modelo

Como hipdteses simplificadoras do modelo estrutural proposto, serdo adotadas:

e Material elastico linear, homogéneo e isétropo.
Distorgao conforme modelo de Timoshenko.
Deslocamentos, rotagdes e deformagoes finitas.
Barra prismética com eixo reto.
Secdo transversal permanece plana e indeformavel, ou seja, ndo serdo incluidas deformacdes por
empenamento da secao transversal.

e A densidade ndo sera alterada durante a movimento, ou seja, 0 volume da configuracao de referéncia

serda mantido na configuracdo deformada.

Desenvolvimento tedrico: cinematica
Ao longo do texto usaremos vetores e tensores. Os vetores serdo denotados por letras minasculas em negrito
enquanto tensores e matrizes serdo denotados por letras maiusculas em negrito. Seja um elemento de barra 3D
de secdo transversal A", em equilibrio dindmico, sujeito a forcas f (x%, t) impostas ao longo do comprimento
L", conforme representado na Figura 1.

config.deformada

config.de referéncia

Figura 1 — Representacao dos deslocamentos (u) do baricentro e de um ponto genérico (d) do elemento
Na configuracdo de referéncia temos o vetor posicdo z"(x3) ,a" (x7,x5) e x"(x], x},x%) que representam
respectivamente o baricentro, o vetor posicdo de um ponto genérico da secdo transversal em relacdo ao
baricentro e o vetor posi¢do em relacdo a origem, definidos por:



z" = xie} @

a" = xje] +xje} 2

x'=z"+a" 3)
onde o vetor {ej, e} ,e%} representa a base ortonormal na configuragdo de referéncia. Na configuracéo
deformada temos os vetores z, a e x agora representados na nova configuracdo (atual). Definem-se os vetores

u(xi, x%, x%,t), indicando o deslocamento do baricentro da secédo transversal, e d(x], x}, x%, t) indicando o
deslocamento de um ponto qualquer da sec¢do, e o tensor das rotaces Q(x%, t). Em notacdo vetorial temos:

z=z"+u (4)
a=Qa" ®)
x=z+a=z +u+Qa" (6)
d=u+Qa —a" (7

onde Q é o tensor ortogonal das rotacbes das secOes transversais, obtido através da formula de Euler-
Rodrigues:

sen @ (1 —cosB) (8)
=1 0 02
Q * 0 * 02
onde @ ¢ o tensor antissimétrico cujo vetor axial é 0. Este ultimo representa o pseudovetor rotacdo dado por:
6=[0, 6, 0s5] 9

com norma euclidiana 8 = ||0||
Equacbes De Equilibrio
A expressao dos trabalhos virtuais em processos dindmicos € dada por:
Wyt = SWins, Véu (10)

onde 8W,,, € o trabalho virtual das forcas externas, incluindo as inerciais, e §W;,,; € o trabalho virtual dos
esforcos internos. As expressoes a seguir definem as grandezas supracitadas:

Wee = | (- 8d)dx} — f p’(d-85d)dV” (11)
VT

LT
SWinp = J (S: SE)dV” (12)
VT

onde:

f: forcas e momentos externos aplicados no elemento,

S segundo tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff,

SE: variagdo virtual das deformacdes de Green-Lagrange,

&d: deslocamentos virtuais; serdo entendidos aqui como deslocamentos cinematicamente admissiveis em um
certo instante t, ou seja, nesse instante respeitam as condicdes de vinculo,

d: aceleragéo,

p": massa especifica da barra na configuracao de referéncia.

Na equacdo (11) foi introduzida a notacdo " - " que denota o produto escalar entre dois vetores, enquanto na

equacdo (12) a notacdo ": " representa o produto escalar ente dois tensores. Também foi usada a dotagdo ( ' )

denotando a diferenciagdo no tempo, ou seja, % = ( ' ) Neste trabalho utilizamos, como ja dito, uma

formulacdo Lagrangeana Total (LT) em que todas as solu¢des da equacdo do movimento se referem a
configuracdo de referéncia [1]. Por optarmos por uma formula¢do LT, vamos utilizar o par conjugado de
tensores S e SE, pois estes se referem & configuracdo de referéncia e ndo sdo alterados por movimentos de
corpo rigido.

Equacdes De Compatibilidade

O gradiente dos deslocamentos para 0 movimento do elemento é expresso por:
V—ad—ad®r+ d®r+ad®r 13
U ox T o PO T g P2 T g OO (13)




e 0 tensor das deformac6es de Green Lagrange pode ser escrito da seguinte forma:

1
E=Z(F'F-1) (14)
onde F ¢ o gradiente das transformacdes; apds algumas manipulacGes podemos escrever:
F=QU+7 ®e3) (15)

Na equacdo (15) foi introduzida a notagdo "®" que denota o produto tensorial entre dois vetores, resultando
um tensor de terceira ordem. Dessa forma podemos reescrever a equacdo (14) para deformacdes,
deslocamentos e rotagdes finitas da seguinte forma:

1

E =2 (' ®eh)" +7'®e}) (16)
onde:

Yy '=n"+kKk"xa" (17)
n=u +ej—Qe; (18)
k=T0’ (19)
nr — QTU (20)
K= QT (21)

Nas equacOes acima foram introduzidos os vetores i e k, de grande importancia na formulacao do problema,
que representam os componentes das deformacdes. Todavia, estes vetores ainda sdo afetados por movimentos
de corpo rigido, violando o principio da objetividade, dessa forma os mesmos foram retro rotacionados,
conforme equagdes (20) e (21). Apos algumas manipulacbes algébricas é facil obter o gradiente das
deformacdes de Green-Lagrange em sua forma simétrica:
0 0 yf
E==|0 0 ¥ (22)
i vz 2v3
Da equacdo (22) nota-se que ndo ocorrem alongamentos nas direcdes de e, € e, bem como nédo ha distorcdes
no plano formado pelos eixos e; € e,, 0 que confirma as hipdteses de a secdo transversal permanecer plana e
indeformavel. Podemos reescrever o gradiente das deformagcfes somente com as componentes ndo nulas
convenientemente, na forma matricial:
M — K3X;
€= Ny + K5x] =n"+Kk" xa"
M3+ KiX; — KyX]
Por simples inspecdo da expressdo (23), verificamos a relacdo entre o vetor k™ (ndo é a curvatura), da analise
geomeétrica ndo linear, e o vetor 8'do modelo sob linearidade geométrica, onde ambos se relacionam com a
rotacéo especifica da secdo transversal, enquanto o vetor »" relaciona-se com os alongamentos.

(23)

Equacgdes Constitutivas

Finalmente, um material elastico linear (linearidade fisica), isdtropo e homogéneo pode ser representado pelo
par energeticamente conjugado {S, E} na Lei de Hooke Generalizada:
S =Atr(E)I + 2uE (24)

onde S é o segundo tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff, E o tensor de Green-Lagrange, 1 e u séo as
constantes de Lamé, dadas por:
1= Ev (25)
S (A-2v)(1+v)
E

— _ (26)
K=oy ¢

Como ja mencionado no inicio deste trabalho, foi desenvolvida uma teoria Lagrangeana Total (LT). Dessa

forma os tensores das deformacdes e das tens6es foram escolhidos de tal forma que estes atendam ao principio

da objetividade, ou seja, ndo podem sofrer alteragdes quando submetidos a movimentos de corpos rigidos [1].



Nos préximos itens trabalharemos com o par conjugado P:SF, dessa forma apos algumas manipulacGes
algébricas:
P = Q(t1®e; + T7Qe; + T;Qe3) (27)

onde P é o primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff e o novo vetor, que desenvolvera trabalho na teoria
proposta é:
Yivi(A+2p) + py{
ty=|  vivi(A+2p) +py;
(A +203)* + A+ 2Wv3
Em (28) é possivel perceber que ha termos ndo lineares nas deformacdes, reforcando a presenca da nédo
linearidade no modelo matematico proposto.

(28)

Trabalho Virtual Interno
O trabalho virtual interno é dado pela seguinte equacéo:

Wiy = f f (S: SE)dAT dx] = f 0" - 5&" dxk
LT JAT LT

onde o tensor das deformac6es de Green-Lagrange é energeticamente conjugado com o segundo tensor das
tensdes de Piola-Kirchhoff. A equagdo acima utiliza a tensdo $ na configuragdo deformada, baseada na area
da configuracdo de referéncia (tensdo nominal), diferentemente do tensor das tensdes de Cauchy, em que as
tensdes séo observadas na configuragdo deformada. Os novos vetores a” e §&” sdo dados por:

(29)

o’ = [ni] (30)
7? 6x1

Se" = n (31)
€ [&Cr 6X1

n" e m"podem ser interpretados como as forgas e 0s momentos internos resultantes, ambos retro rotacionados
da secdo transversal:

n = J ThdA” (32)
AT
(33)
m" = (a" x 15)dA”
AT
e
sn" = QT (su' + Z'T80) (34)
Sk" = QT (I'50 +I50") (35)
Z' é o tensor antissimétrico cujo vetor axial é:
zZ =ej3+u (36)

Nas equacdes acima foi introduzida a notacdo (.)" que representa a derivada em relacdo x. O trabalho virtual
interno pode ser reescrito como:

SW,, = f (wasd) 0" dx} (37)
LT

onde A é um operador diferencial e W apresenta em sua composi¢do o tensor antissimétrico diferencial
Z' conforme visto em (36). Dessa forma:

T QfzT o
(X3,t) = [% %TF, QTF] (38)
LF @)
X3
=10 |
d
0 —I
X3
5d(xst) = [gg (40)



Trabalho Virtual Externo
O trabalho virtual externo € dado pela seguinte equacéo:

(41)
6Wforgas ext = fr-ddypdx;
LT‘
onde o deslocamento virtual, apds alguns passos algébricos é:
SdNL =0u+TIdo x Qar (42)
Retomando (41):
(43)

W orcas ext = f 7 - Su dl + f T - 60 dxl
LT LT

onde da mesma forma que os termos n” e m" (dos esforgos internos), temos os seguintes termos relacionados

ao carregamento aplicado, sendo respectivamente o termo das forgas externas distribuidas e os momentos

externos distribuidos ao longo do elemento de barra:

fi

n(x3,t) = 7 = |f2 (44)
f3
mq

mr(xs,t) =m" = [mzl (49)
m3

sendo n" o vetor das forcas externas distribuidas e m" o vetor dos momentos externos distribuidos. Retomando
em (43) e reescrevendo de forma matricial:

W,y = | 6dTq dx} (46)
LT
onde foi introduzido o vetor g” das forcas externas e 6d dos deslocamentos virtuais generalizados ja definido
em (40)
—r _[ n" 47)
T = | ]
Trabalho Virtual das Forcas de Inercia
variacdo virtual do trabalho das forcas de inércia é dada por:

6Wfor<;as inércia = prf f (aNL ) 6d)dAr dxg
LT JAT

a aceleracdo pode ser desenvolvida por simples derivacdo em relacdo ao tempo, ficando claro que o termo das
forcas de inércia é uma equacdo diferencial:
dyy=u+a-—-a" (49)
dy, =1+ Qa
dy, =it + (T8 +T0) x Qa" + T8 x (T x Qa") = it + ileyter + ilcentrifuga
Introduzimos na equacéo (49) o tensor das velocidades angulares Q, que é definido da seguinte forma:
Q=QQT (50)

Na equacéo (49) foi possivel distinguir as aceleragcdes em 3 parcelas, sendo:

(48)

e Aceleracdo de Einstein: i
o Aceleracio de Euler: itgyer = (TO +'0) X Qa”
e Aceleragdo Centrifuga: ilcentrifuga = I'0 X (I' X Qa")

N&o compareceu a aceleracdo de Coriolis devido as hipdteses simplificadoras do problema, ou seja, néo foi
considerada excitacdo de suporte. Retomando a equacéo da variacdo virtual do trabalho das forcas de inércia

em sua forma matricial:
= 51
Wf inercia = P’ sd" A" dxg (51)

LT
sendo:
AF = AT + )\.1 + )\.2 (52)
FT(Tl'l +m, + 71'3)



€ 0S Novos vetores:

A= f leuerdA” = | (T + ') x Qa’dA” (53)
AT AT

. . (54)

A = f ilcentrifugadA” = f ré x (ré x Qa")dA"

AT AT
(55)
Ty = Qa" xitdA”
AT
. (56)
Ty = | Q@ X ilgye dA” = f Qa’ x ((re +16) x Qar) dA"
AT AT

(57)

T3 = f Qa” X ilcentrifuga AA” = f Qa” x (re x (T x Qar)) dA"
AT AT
Equacéo do Movimento
Como j& descrito no inicio desse trabalho, o equilibrio dindmico foi obtido através do principio dos trabalhos
virtuais, que é uma condicdo necessaria e suficiente para que a barra esteja externa e internamente em

equilibrio dindmico. Com o auxilio de (37), (46) e (51) temos a equacdo equilibrada (balanceada) do
movimento em sua forma fraca:

| [wasd)"ver - 5@ + proara]as =0, vod (58)
LT

Método Dos Elementos Finitos
Utilizaremos os recursos do método dos elementos finitos resolucdo do modelo matematico estudado acima.
Consideremos um ponto genérico do elemento finito (e), o vetor posicdo no instante t, em relacdo a um
sistema de referéncia absoluto (0, eq, e3, e3), eXpresso por:

x€ = xg +dy, (59)

Considerando-se a discretizagdo introduzida pelo método dos elementos finitos, o deslocamento dj,; pode ser
calculado a partir dos deslocamentos nodais d, que séo as coordenadas generalizadas (ou deslocamentos
generalizados). Para o modelo discreto, utilizaremos a matriz das fungdes de interpolacdo H¢ do campo de
deslocamentos no dominio do elemento finito (e), onde:

e _ ge dj’e — geyje

as, = He |4 | = wewe (60)
onde d®¢ e d’ sio os deslocamentos e rotagdes do né inicial (j) e no final (k), respectivamente, de um
elemento e U¢ os deslocamentos generalizados de cada elemento. A Figura 2 representa os deslocamentos
generalizados para cada elemento da barra prismatica em sua forma 2D.

Uil L Ud
Us Ug
@, - ) - . E}.; - —
2 . J k P
Figura 2 — Deslocamentos generalizados para o elemento de barra 2D

Considerando que ndo haja excitagdo de suporte, as velocidades e aceleragdes serdo dadas respectivamente
Por Je _ gele (61)
d = Hele (62)
e por fim os deslocamentos virtuais generalizados do elemento:
5d¢ = H°5U® (63)
O vetor elementar das forgas nodais desbalanceadas é dado ent&o por:

ne = 6T° | ((WAH®)o" — He"q" + p" HeT A¥)dx} (64)
Lr



Para encontrarmos a solucdo da equacdo diferencial nao linear (64), em todo o intervalo de interesse, foi
utilizado o método implicito de integracdo direta de Newmark, no qual as novas variaveis a serem
determinadas dependem de valores no mesmo passo, junto com o método de Newton-Raphson, ndo sendo
necessaria uma transformacéo das equac6es em formas diferenciais. A integracao passo a passo foi escolhida,
pois trata-se de uma analise ndo linear, visto que, obviamente, seria incorreto aplicar métodos que usam
superposicao de efeitos.

Estudo de caso

A formulacdo proposta acima foi aplicada no estudo de um elemento do tipo “estaca-pilar”, da extensdo do
Monotrilho da linha 15-Prata do METRO. Por ser uma solucdo ndo usual, iremos utilizar um apoio que ainda
esta em estudo, localizado no Patio Ragueb Chohfi, Mddulo 19, eixo 19-P1. O presente modulo é composto
por 2 vdos de aproximadamente 22,60m, com tracado curvo em planta de raio 50m, conforme a Figura 3. A
fundacdo deste eixo tem como solucéo estaca escavada de grande diametro (8120cm) e comprimento del2m,
a partir da cota de arrasamento. Por se tratar de tracado curvo em planta, temos efeitos significativos das
seguintes forcas horizontais: forga de impacto lateral, forca centrifuga e forcas de aceleracdo/ frenagem.

VIA Y02

\19-P.1)
Gia voi
e’
. J ' é'nzg
Implantacdo do trecho em estudo Perfil longitudinal do eixo 19-P1

Figura 3 — Geometria do trecho em estudo
Caracteristicas geométricas do pilar:

‘X1 e Altura: 12,23m
120 e Area: A =1,731m2
e Momento de inércia em torno de x,: I, =
60 | 60 0,320m*
Caracteristicas geométricas da estaca:
/ 2 e Comprimento: 12m
e Area: A =1,73m?

A
50
170

e Momento de inércia em torno de x,: I, =

X
2 & 0,102m*
4 Moadulo de elasticidade:

_ _ ] Eestaca = 27GPa, Epjiqr = 30GPa
Perfil do pilar do eixo 19-P1 indice de esbeltez transversal aproximado: 1 = 100
Carga critica estimada: P, = 2800tf
Figura 4 — Caracteristicas geométricas dos elementos

60

Para a modelagem do estudo de caso, foram feitas as seguintes consideracdes:

e Os esforcos solicitantes no topo do pilar (provenientes da viga guia) foram fornecidos, também, pela
OUTEC ENGENHARIA. Estes foram extraidos de um modelo computacional completo com toda a
estrutura, elaborado no software de elementos finitos SAP2000. Trata-se de uma modelagem quase
estatica para pequenos deslocamentos. As cargas provenientes do material rolante foram majoradas
pelo coeficiente de amplificacdo dindmica, fornecido pelo fabricante do material rodante, com passos
de aproximadamente 1m e velocidades conhecidas. Dessa forma é possivel a obtencdo de cargas
equivalentes em funcdo do tempo para a aplicacdo neste estudo de caso.



e A iteracdo solo-estrutura foi simplificada considerando engastamento perfeito da estaca a uma
profundidade de trés diametros, ou seja, a 3,6m de profundidade a partir da cota de arrasamento.

e A rrigidez para os deslocamentos transversais da viga guia somente foi considerada na obtencdo dos
esforcos provenientes da superestrutura.

A Figura 5 resume 0 modelo de célculo adotado para este estudo de caso
Fs(t)

Ma(t) (P

x
-
>
&

F(t)

i

Epilar’
2-pilar
1473

PILAR (56 ELEMENTOS)
1833

|2-t-:-51aca
360

EEStﬂCE#
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Y . 6.

ESTACA
(14 ELEMENTOS)

Figura 5 — Modelo de calculo em estudo

O modelo de célculo elaborado é composto por:
70 elementos finitos de dois n6s. Cada elemento possui aproximadamente 25cm de comprimento,
71 nos,
2 tipos de secdes transversais, ja apresentadas na Figura 4,
2 tipos de materiais, também ja apresentados na Figura 4,.
A vinculacdo da base da estaca € do tipo engaste perfeito, restringindo as translacGes e a rotacao.

e AsdirecOes globais e locais se confundem e estdo apresentadas também na Figura 4.
Os graficos das Figura 6, Figura 7 e Figura 8, apresentam os carregamentos dindmicos aplicados no topo do
pilar-estaca ao longo da passagem do trem tipo. O gréfico da Figura 6 apresenta historico da forca axial do
topo do pilar-estaca, com amplitude méxima de aproximadamente 70tf (700kN) aos 10s. No segundo gréafico
(Figura 7) vemos a méxima amplitude da forca transversal de 3,5tf (35kN) iniciando aos 6s e decaindo aos
10s. Na Figura 8 apresentamos historico do momento transversal ao longo do tempo, com amplitude maxima
de 7tf.m (70kN.m) aos 2,5s.
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Figura 6 — tempo - forca axial

Figura 7 - tempo - forca transversal
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Resultados

Os deslocamentos obtidos no n6 de controle (topo do pilar), a partir da teoria de barras elaborada, estdo
apresentados na Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada.. A Figura 9 apresenta os resultados extraidos
de um modelo similar elaborado no software SAP2000.
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Figura 9 — Resultados do SAP2000 em termos do deslocamento na direcdo 1 do estudo de caso
Por simples inspecédo do gréfico da Figura 9, podemos verificar que os deslocamentos transversais maximos,
com todas as ndo linearidades apresentadas, teve um acréscimo de aproximadamente 18% em relacdo ao
modelo dinamico linear elaborado no SAP (d; max—modeto proposto = 1,67¢m € dy max—_sap = 1,42cm). E
importante mencionar que devido a discretizacdo adotada para 0s carregamentos, houve um pequeno residuo
apds o instante t = 14s, onde a influéncia do trem-tipo tenderia a zero.

Conclusodes

O modelo matematico proposto neste trabalho, baseado nas hip6teses cinematicas de Timoshenko, apresenta
uma descri¢do completa do movimento, gerando equacdes diferenciais altamente ndo lineares como visto ao
longo do texto. A utilizagcdo do Método dos Elementos Finitos, para 0 modelo matematico proposto, € de facil
implementacdo e os resultados numéricos foram coerentes com a teoria cldssica linear do programa
computacional SAP2000, muito embora o estudo de caso apresentado tenha indicado significativa diferenca
percentual quando os efeitos da ndo linearidade geométrica foram incorporados. Todavia, demonstrou-se ser
ainda assim uma solucéo exequivel do ponto de vista dos deslocamentos obtidos.
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